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Πλανήτης (12 Μονάδες)
Βρίσκεστε σε έναν άγνωστο πλανήτη χωρίς να γνωρίζετε πως φτάσατε εκεί. Το πρώτο πράγμα που προ-
σπαθείτε να κάνετε είναι να μάθετε όσο γίνεται περισσότερα για τον πλανήτη αυτόν. Θυμηθείτε πως
ο Γαλιλαίος πειραματίστηκε αφήνοντας σφαίρες να πέσουν και εμπνευσμένοι από αυτό, θεωρήστε ότι
υπάρχει ένας απόλυτα κατακόρυφος πύργος, ύψους 𝐻 = 2000m. Με δεδομένη την ύπαρξη του πύρ-
γου, μπορείτε να ξεκινήσετε να ρίχνετε σφαίρες από οποιοδήποτε ύψος ℎ του πύργου, μετρημένο από
το έδαφος μέχρι το κατώτερο σημείο μιας σφαίρας πριν την απελευθέρωσή της. Εξ αιτίας των περιο-
ρισμών στα υλικά που σας διατίθενται, μπορείτε να πετάτε σφαίρες με ακτίνες, 5 cm ≤ 𝑟 ≤ 50 cm και
πυκνότητες 0.1g/cm3 ≤ 𝜌 ≤ 10g/cm3.

Κάθε φορά που μία σφαίρα αφήνεται να πέσει χωρίς αρχική ταχύτητα, μπορείτε να μετρήσετε την διάρ-
κεια 𝑡 της πτώσης και την οριζόντια απόσταση 𝑠 μεταξύ του σημείου επαφής με το έδαφος και της αφε-
τηρίας.

Πριν ξεκινήσετε τα πειράματά σας, πραγματοποιείτε τις ακόλουθες παρατηρήσεις για τον πλανήτη:

• Με βάση την κίνηση του Ήλιου, διαπιστώνετε ότι βρίσκεστε κάπου στον ισημερινό του πλανήτη.

• Ο πλανήτης έχει ατμόσφαιρα. Η πυκνότητα του αέρα είναι αρκετά μικρή ώστε να μπορούμε να
θεωρήσουμε την άνωση αμελητέα.

• Η θερμοκρασία του εδάφους είναι 𝑇0 = 20 ∘C.

• Φαίνεται να φυσάει ένας άνεμος κατά μήκος του Ισημερινού που είναι ομοιόμορφος σε όλο το
ύψος του πύργου. Να θεωρήσετε αμελητέα την επίδραση του πύργου στην ταχύτητα του ανέμου.

Μια καλλιτεχνική (όχι υπό κλίμακα) αναπαράσταση του προβλήματος.

Περιγραφή του λογισμικού προσομοίωσης

Τοπρόγραμμα της γραμμής εντολώνπροσομοιώνει τις μετρήσεις του χρόνουπτώσης 𝑡 και της εκτροπής
από τη βάση του πύργου 𝑠, με βάση το δεδομένο ύψος ℎ από το οποίο η σφαίρα αφήνεται να πέσει, την
ακτίνα της σφαίρας 𝑟, και την πυκνότητά της 𝜌.
Όλες οι τιμές των ανωτέρω παραμέτρων, εισάγονται από το πληκτρολόγιο μετά την εμφάνιση κατάλ-
ληλων προτρεπτικών μηνυμάτων και καταχωρούνται με το πάτημα του πλήκτρου Enter.



Experiment

Q1-2
Greek1 (Greece)

Για να ξεκινήσετε, χρησιμοποιήστε τον ακόλουθο κωδικό εξουσιοδότησης, όταν σας ζητηθεί από το
λογισμικό:

Η εισαγωγή μιας λανθασμένης τιμής θα θέσει το λογισμικό σε κατάσταση δοκιμαστικής λειτουργίας. Για
να συνεχίσετε θα πρέπει να επανεκκινήσετε το λογισμικό.

Κατά την εκτέλεση ενός τυπικού κύκλου προσομοίωσης μετρήσεων θα πρέπει στην οθόνη σας να βλέ-
πετε μια εικόνα αντίστοιχη της ακόλουθης:

Αρχικά, εισάγετε το ύψος ℎ μετρημένο σε m (η τιμή του είναι μεταξύ 0 και 2000), στην συνέχεια την
ακτίνα της σφαίρας 𝑟 μετρημένη σε cm (η τιμή της είναι μεταξύ 5 και 50) και τελικά την πυκνότητα
της σφαίρας 𝜌 μετρημένη σε g/cm3 (η τμή της είναι μεταξύ 0.1 και 10). Κάθε τιμή καταχωρίζεται με το
πάτημα του πλήκτρου Enter. Ακολούθως, το λογισμικό εξάγει την τιμή του χρόνου πτώσης 𝑡 σε s και
της απόστασης από τη βάση του πύργου 𝑠 σε m.

Στη συνέχεια το λογισμικό επανέρχεται στο προτρεπτικό μήνυμα εισαγωγής τιμής ύψους.

Η εισαγωγή τιμής εκτός ορίων προκαλεί την εμφάνιση του μηνύματος σφάλματος.

και επανεμφανίζεται το προτρεπτικό μήνυμα εισαγωγής της τιμής που δόθηκε λανθασμένα.

Η εισαγωγή του ύψους πτώσης ℎ να στρογγυλοποιηθεί με ακρίβεια 1m, η ακτίνα της σφαίρας 𝑟 με ακρί-
βεια 1 cm και η πυκνότητα της 𝜌 με ακρίβεια 0.01 g/cm3. (Προσοχή, δεν έχει νόημα να προσπαθήσετε
να εισάγετε πιο ακριβείς τιμές).

Τα αποτελέσματα του πειράματος θα εκφράζονται με τυχαία σφάλματα, ώστε να προσομοιωθεί η πε-
ριορισμένη ακρίβεια που θα είχε κάποιος στην πραγματική ζωή. Τα μεγέθη των σφαλμάτων μπορούν
να βρεθούν παρατηρώντας τις διακυμάνσεις στην έξοδο.

Οποιαδήποτε στιγμή χρειαστεί να τερματίσετε το λογισμικό πατήστε Ctrl+C.

Κατάλογος σταθερών και χρήσιμων σχέσεων

Η σταθερά της Παγκόσμιας Έλξης: 𝐺 = 6.67 × 10−11 m3 kg−1 s−2.

Η σταθερά των ιδανικών αερίων 𝑅 = 8.314 J mol−1 K−1,

Δίνεται ότι, 0∘C = 273.15K.
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Η δύναμη αντίστασης που ασκείται σε μια σφαίρας εγκάρσιας διατομής 𝐴 κινούμενη με ταχύτητα 𝑣
μέσα σε αέρα πυκνότητας 𝜌𝑎 δίνεται από την σχέση:

 

𝐹𝑑 = 0.24𝐴𝜌𝑎𝑣2.

Μια αδιαβατική ατμόσφαιρα έχει ένα προφίλ πυκνότητας που δίνεται από την σχέση:

𝜌𝑎(ℎ) = 𝜌𝑎0 (1 − 𝛾 − 1
𝛾

𝜇𝑔ℎ
𝑅𝑇0

)
1

𝛾−1

= 𝜌𝑎0 (1 − ℎ
𝐻0

)
1

𝛾−1

,

η οποία ισχύει μέχρι την κορυφή της ατμόσφαιρας όπου 𝑇 = 0 K. Με 𝛾 συμβολίζεται ο αδιαβατικός
συντελεστής, με 𝜇 η μοριακή μάζα του αέρα (δηλ. το αέριο που αποτελεί την ατμόσφαιρα αυτού του
πλανήτη), 𝑔 είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας και ℎ το ύψος από το έδαφος.

Μέρος A. Ιδιότητες του πλανήτη (3.0 μονάδες)

A.1 Να προσδιορίσετε την επιτάχυνση της βαρύτητας 𝑔 στον Πλανήτη πραγματο-
ποιώντας κατάλληλο σύνολο μετρήσεων και σχεδιάζοντας την κατάλληλη γρα-
φική παράσταση στον χώρο που υπάρχει στο φύλλο απαντήσεων. Να συμπε-
ριλάβετε μια ανάλυση σχετική με την αβεβαιότητα του αποτελέσματός σας.

2.0pt

A.2 Καθώς απομακρύνεστε από τον πύργο, κατά μήκος του Ισημερινού, διαπιστώ-
νετε ότι μπορείτε να τον διακρίνετε μέχρι μια απόσταση 𝐿 = 230km από αυτόν
(απόσταση από εσάς μέχρι την κορυφή του πύργου). Ποια είναι η ακτίνα του
πλανήτη; Να θεωρήσετε ότι το ύψος σας είναι πολύ μικρότερο από το ύψος
του πύργου.

0.5pt

A.3 Να εκτιμήσετε την μάζα 𝑀 του πλανήτη. Να συμπεριλάβετε μια ανάλυση σχε-
τική με την αβεβαιότητα του αποτελέσματός σας.
Ποιο φυσικό φαινόμενο έχει την μεγαλύτερη επίδραση στην ακρίβεια της εκτί-
μησής σας για την τιμή της μάζας𝑀 ; Στο φύλλο απαντήσεων να βάλετε ένα
σημάδι (tick) στο φαινόμενο που επιλέγετε.

0.5pt

Μέρος B. Ιδιότητες της ατμόσφαιρας (6.5 μονάδες)

B.1 Να προσδιορίσετε την ταχύτητα 𝑢 του ανέμου στην επιφάνεια του πλανήτη,
πραγματοποιώντας κατάληλο σύνολο μετρήσεων και σχεδιάζοντας την κατάλ-
ληλη γραφική παράσταση στον χώρο που παρέχεται στο Φύλλο Απαντήσεων.
Να συμπεριλάβετε μια ανάλυση σχετική με την αβεβαιότητα του αποτελέσμα-
τός σας.

2.0pt
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B.2 Να προσδιορίσετε την πυκνότητα 𝜌𝑎0 του αέρα στην επιφάνεια του πλανήτη,
είτε λαμβάνοντας πρόσθετες μετρήσεις ή επαναχρησιμοποιώντας τις υπάρ-
χουσες και σχεδιάζοντας την κατάλληλη γραφική παράσταση στον χώρο που
παρέχεται. Να συμπεριλάβετε μια ανάλυση σχετική με την αβεβαιότητα του
αποτελέσματός σας.

1.0pt

B.3 Υποθέτοντωας ότι η συμπεριφορά της ατμόσφαιρας είναι αδιαβατική με συ-
ντελεστή 𝛾 = 1.4, να προσδιορίσετε το ύψος (πάχος) 𝐻0 της ατμόσφαιρας,
πραγματοποιώντας κατάληλο σύνολο μετρήσεων και σχεδιάζοντας την κατάλ-
ληλη γραφική παράσταση στον χώρο που παρέχεται. Να συμπεριλάβετε μια
ανάλυση σχετική με την αβεβαιότητα του αποτελέσματός σας.

3.0pt

B.4 Να προσδιορίσετε την μοριακή μάζα 𝜇 του αέρα και την πίεση 𝑝0 στην βάση
του πύργου. Να συμπεριλάβετε μια ανάλυση σχετική με την αβεβαιότητα του
αποτελέσματός σας.

0.5pt

Μέρος C. Διάρκεια της ημέρας (2.5 μονάδες)

C.1 Να προσδιορίσετετην διάρκεια 𝑇𝑝 της ημέρας στον πλανήτη, πραγματοποιώ-
ντας κατάληλο σύνολο μετρήσεων και σχεδιάζοντας την κατάλληλη γραφική
παράσταση στον χώρο που παρέχεται. Να συμπεριλάβετε μια ανάλυση σχε-
τική με την αβεβαιότητα του αποτελέσματός σας.

2.5pt
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Μέρος A. Ιδιότητες του πλανήτη

A.1 (2.0 pt)
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A.1 (cont.)

A.2 (0.5 pt)
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A.3 (0.5 pt)
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑀 =
 
 
Δ𝑀 =
 
 
Τοποθετήστε ένα σημάδι (tick) στο φυσικό φαινόμενο που έχει την μεγαλύτερη επίδραση στην ακρί-
βεια της μάζας 𝑀 .

Αντίσταση του αέρα που ασκείται στην σφαίρα.

Δύναμη Coriolis 𝐹𝐶 = 2𝑚 ⃗𝑣 × 𝜔⃗ που ασκείται στην σφαίρα, όπου 𝑚, ⃗𝑣 και 𝜔⃗ συμ-
βολίζουν την μάζα της σφαίρας, την ταχύτητά της και την γωνιακή ταχύτητα
του πλανήτη αντίστοιχα.

Ανώτερης τάξης διορθώσεις στην βαρύτητα με βάση της Θεωρία της Σχετικό-
τητας, το σχετικό μέτρο των οποίων είναι τάξης μεγέθους της γωνίας κατά την
οποία ένα φωτόνιο αποκλίνει από την ευθύγραμμη τροχιά του λόγω της βαρυ-
τικής έλξης του πλανήτη.

Φυγόκεντρος δύναμη που ασκείται στην σφαίρα.

Μεταβολές στην τιμή του 𝑔 λόγωαλλαγής της απόστασηςαπό τονΠλανήτη κατά
την διάρκεια της πτώσης.
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Μέρος B. Ιδιότητες της ατμόσφαιρας.

B.1 (2.0 pt)
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B.1 (cont.)
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B.2 (1.0 pt)
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B.3 (3.0 pt)
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B.3 (cont.)

B.4 (0.5 pt)
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Μέρος C. Διάρκεια της ημέρας.

C.1 (2.5 pt)
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C.1 (cont.)
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Πρόσθετο μιλιμετρέ χαρτί
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Πρόσθετο μιλιμετρέ χαρτί
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Πρόσθετο μιλιμετρέ χαρτί
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Πρόσθετο μιλιμετρέ χαρτί
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E1: Planet - SOLUTION

A.1: The free-fall acceleration g can be found by drop-
ping the ball from low heights such that the air friction
and effects from the curvature of the planet are mini-
mized. We also choose the radius and density of the ball
to be as big as possible to minimize the effect of air fric-
tion, i.e. setting r = 50 cm, ρ = 10 g/cm3. The drop height
is then given by h = gt2/2, and so we can find g from the
slope of t2 vs h. From the graph, we measure the slope
2/g = 0.127 s2/mand its error∆(2/g) = 0.004 s2/mand so
g = 15.7m/s2 with an error of ∆g = 0.5m/s2.

r = 50 cm, ρ = 10 g/cm3

h(m) s(m) t(s) t2(s2)
0 0.0 0.0 0.0
20 0.0 1.7 2.9
40 0.0 2.2 4.8
60 0.0 2.8 7.8
80 0.1 3.2 10.2
100 0.1 3.5 12.2
120 0.2 3.9 15.2
140 0.0 4.1 16.8
160 0.1 4.6 21.2
180 0.1 4.8 23.0
200 0.1 5.1 26.0

0 50 100 150 200

h,m

0

5

10

15

20

25

t2
,s

2

Marking scheme:

Theory h = gt2/2 0.20 pts
Data varying only h 0.05 pts

maximising r 0.05 pts
maximising ρ 0.05 pts
table has units 0.05 pts
h distributed roughly uni-
formly

0.05 pts

hmax < 300m 0.05 pts
hmax − hmin > 100m 0.05 pts
correct calculations of de-
rived quantities

0.05 pts

7 or more measurements 0.30/0.30
6 measurements 0.25/0.30
5 measurements 0.20/0.30
4 or fewer measurements 0.10/0.30

Plotting overall plot 0.30 pts
points don’t cover 60% of the
area

-0.10 pts

missing axis labels -0.05 pts
missing axis units -0.05 pts
one plotting mistake -0.05/-0.10
two or more plotting mistakes -0.10/-0.10

Fit line drawn on graph 0.05 pts
line passes through origin 0.05 pts
slope computed with units 0.10 pts
uncertainty of slope com-
puted

0.10 pts

Values 15.0m/s2 ≤ g ≤ 16.4m/s2 0.20/0.20
14.3m/s2 ≤ g ≤ 17.1m/s2 0.10/0.20
units for value 0.05 pts
∆g ≤ 0.7m/s2 0.20/0.20
∆g ≤ 1.4m/s2 0.10/0.20
units for error 0.05 pts
sum 2.0 pts

Points are added additively (including negative points),
except for blocks of grey background, where the op-
tion with maximal points should be chosen (in absolute
value)
A.2: How far one can see from on top of the tower can
be related to the radius of the planet via the right trian-
gle shown in the figure below. Applying the Pythagoras
theorem on the triangle, one gets (R+H)2 = L2+R2 and
so

R =
L2 −H2

2H
= 13 200km.

Marking scheme:

Theory correct geometry (either a fig-
ure or implicitly assumed)

0.20 pts

correct formula 0.20 pts
Values correct value 0.10 pts

sum 0.5 pts

A.3: From Newton’s law of gravity, g = GM/R2. Hence,

M =
gR2

G
= 4.2× 1025 kg.

By adding the errors in quadrature, we find the error

∆M =
∆g

g
M = 0.2× 1025 kg.

Our estimation of free-fall acceleration has a contribu-
tion from the centrifugal force caused by the rotation
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of the planet. This serves to reduce the acceleration on
the surface and hence decrease our estimation of the
planet’s mass.

Marking scheme:

Theory correct formula 0.10 pts
correct phenomena 0.20 pts

Values 3.9×1025 kg ≤ M ≤ 4.5×1025 kg 0.10/0.10
3.6×1025 kg ≤ M ≤ 4.8×1025 kg 0.05/0.10
missing units for value -0.05 pts
∆M ≤ 0.3× 1025 kg 0.10/0.10
∆M ≤ 0.6× 1025 kg 0.05/0.10
missing units for error -0.05 pts
sum 0.5 pts

The student can’t get overall negative points for value
nor error (for example when the value is completely out
of range and the units are wrong).

B.1: In general, if the variations in gravitational accel-
eration are small (as is the case here as H ≪ R), as a
response to air drag, objects tend to terminal velocity
where they experience no net acceleration. In the refer-
ence frame of air, this corresponds to the object falling
straight down with some terminal speed vt. In the lab
frame, the object then has horizontal and vertical speeds
of u and vt respectively.

In order to find u, we can choose to drop an object that
reaches terminal velocity as fast as possible and then ob-
serve how the displacement s relates to the fall time t.
When terminal velocity is reached, we expect s = s0+ut,
where s0 captures the displacement related to reaching
terminal velocity. Tomaximize the effects of air drag, we
minimize radius and density, i.e. setting ρ = 0.1 g/cm3,
and r = 5 cm. Plotting s vs t, we measure the slope to be
u = 1.31m/s with an error of ∆u = 0.04m/s.

r = 5 cm, ρ = 0.1 g/cm3

h(m) s(m) t(s)
0 0.0 0.0
20 0.3 1.7
40 0.8 2.6
60 1.5 3.4
80 2.4 4.2
100 3.2 5.0
120 4.1 5.7
140 5.0 6.5
160 5.8 7.3
180 6.9 7.9
200 7.4 8.5
240 9.4 10.0
280 11.7 11.6
320 13.4 12.9
360 15.4 14.4
400 16.4 15.4

0 5 10 15

t, s

0

5

10

15

s,
m

Marking scheme:

Theory idea of reaching terminal ve-
locity as fast as possible

0.15 pts

s = s0 + ut 0.10 pts
Data varying only h 0.05 pts

minimising r 0.05 pts
minimising ρ 0.05 pts
table has units 0.05 pts
h distributed roughly uni-
formly

0.05 pts

hmax ≥ 300m 0.05 pts
hmax − hmin ≥ 300m 0.05 pts
7 or more measurements 0.30/0.30
6 measurements 0.25/0.30
5 measurements 0.20/0.30
4 or fewer measurements 0.10/0.30

Plotting overall plot 0.30 pts
points don’t cover 60% of the
area

-0.10 pts

missing axis labels -0.05 pts
missing axis units -0.05 pts
one plotting mistake -0.05/-0.10
two or more plotting mistakes -0.10/-0.10

Fit line drawn on graph 0.10 pts
slope computed with units 0.10 pts
uncertainty of slope com-
puted

0.10 pts

Values 1.25m/s ≤ u ≤ 1.37m/s 0.20/0.20
1.19m/s ≤ u ≤ 1.43m/s 0.10/0.20
units for value 0.05 pts
∆u ≤ 0.06m/s 0.20/0.20
∆u ≤ 0.12m/s 0.10/0.20
units for error 0.05 pts
sum 2.0 pts

B.2: By keeping the measurements close to the surface,
we can assume to a good approximation uniform air
density. Then, using similar reasoning as before, we ex-
pect h = h0+ vt0t, where h0 captures the part of reaching
terminal velocity.
At terminal velocity, the drag force balances out grav-

itational acceleration:

mg = 0.24Aρav
2
t .
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Usingm = 4πρr3/3 and A = πr2, we get

vt(ρa) =

√
4ρrg

3 · 0.24ρa
.

On the surface, vt0 = vt(ρa = ρa0). Using the measure-
ments from the last subtask, we can plot t vs h and mea-
sure the slope to be 1/vt0 = 0.037 s/m with an error of
∆(1/vt0) = 0.002 s/m. Hence, vt0 = 27.0m/s, ∆vt0 =
∆(1/vt0)/v

2
t0 = 2m/s. Now,

ρa0 =
4ρrg

3 · 0.24v2t0
= 0.60kg/m3.

and the error is

∆ρa0 =
2∆vt0
vt0

ρa0 = 0.07kg/m3.
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Marking scheme:

Theory h = h0 + vt0t 0.05 pts
formula for terminal velocity 0.10 pts
final expression for ρa0 0.05 pts

Data reusing the data from the last
subpart

0.05 pts

hmax ≤ 200m 0.05 pts
6 or more measurements 0.05 pts

Plotting overall plot 0.25 pts
points don’t cover 60% of the
area

-0.05 pts

missing axis labels -0.05 pts
missing axis units -0.05 pts
one plotting mistake -0.05/-0.10
two or more plotting mistakes -0.10/-0.10

Fit line drawn on graph 0.05 pts
slope computed with units 0.05 pts
uncertainty of slope com-
puted

0.10 pts

Values 0.52kg/m3 ≤ ρa0 ≤ 0.68kg/m3 0.10/0.10
0.44kg/m3 ≤ ρa0 ≤ 0.76kg/m3 0.05/0.10
∆ρa0 ≤ 0.08kg/m3 0.10/0.10
∆ρa0 ≤ 0.16kg/m3 0.05/0.10
units for both value and error 0.05 pts
sum 1.0 pts

B.3: Due to the adiabatic profile of the atmosphere, the
further up you go, themore the temperature and air den-
sity decreases, but the terminal velocity increases. We

can estimate the terminal velocity of the ball at different
heights by comparing the dropping time of a ball with
the smallest possible terminal velocity (so minimal den-
sity and radius). This hence gives a direct probe for the
air density and thus the height of the atmosphere.
If the ball reaches terminal velocity instantly, then the

difference in falling time between dropping the ball at
heights h1 and h2 > h1 comes simply from h1 < h < h2.
This is because in both cases the ball falls for the same
amount of time at h < h1 (because the terminal velocity
only depends on height). Then, if h2 − h1 ≪ h1, we can
estimate

vt

(
h1 + h2

2

)
≈ h2 − h1

t(h2)− t(h1)
. (1)

In reality, the ball doesn’t reach the terminal velocity
instantaneously. However, it turns out we can, to a good
approximation, neglect this effect. As a rough order of
magnitude estimation, on the ground level, the ball ex-
periences a time difference of vt0/(2g) = 0.8 s compared
to the instantaneous case. This difference will increase
as the ball is dropped from further up, but as long as the
atmosphere isn’t too much sparser in the upper parts of
the tower (we can verify this later), the difference will
be insignificant compared to the total falling time of the
ball. Hence, we approximate the terminal velocity via
equation (1).
Because the calculated velocities are very sensitive on

the measured quantities, we do repeatedmeasurements
throughout the whole height of the tower.

r = 5 cm, ρ = 0.1 g/cm3

h(m) s1(m) t1(s) s2(m) t2(s) s3(m) t3(s)
200 7.6 8.4 7.8 8.6 7.8 8.6
400 17.0 15.7 16.9 15.6 17.3 15.7
600 26.1 22.6 25.4 22.2 26.2 22.7
800 33.6 28.5 34.6 29.2 34.3 29.1
1000 41.1 34.3 43.0 35.7 43.3 35.8
1200 51.1 41.9 50.2 41.2 50.0 41.1
1400 57.9 47.2 58.8 47.8 58.7 47.8
1600 65.5 53.0 65.1 52.8 65.3 52.9
1800 70.9 57.1 72.2 58.2 71.4 57.5
2000 78.5 62.9 79.6 63.8 79.5 63.7

Using equation (1) we make a separate table with
velocities, while also adding the ground level velocity
found in one of the earlier part (we set it at h = 100mbe-
cause thatwas the centre of the range ofmeasurements).
We find air density using

ρa =
4ρrg

3 · 0.24v2t
.

From the density profile of an adiabatic atmosphere,

ργ−1
a = ρ0.4a = ρ0.4a0

(
1− h

H0

)
.

Hence, we find H0 by plotting ρ0.4a0 against h and fitting a
straight line.
From the plot, we measure the slope a = −ρ0.4a0 /H0 =

−1.1 × 10−4 (kg/m3)
0.4

/m and the intercept b = ρ2.5a0 =

0.82 (kg/m3)
0.4 so H0 = −b/a = 7500m. We calculate the
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r = 5 cm, ρ = 0.1 g/cm3

h(m) v(m/s) ρa(kg/m3) ρ0.4a ((kg/m3)0.4)
100 27.0 0.599 0.814
300 28.0 0.556 0.791
500 29.3 0.510 0.764
700 31.1 0.452 0.728
900 31.6 0.438 0.719
1100 32.6 0.411 0.701
1300 32.3 0.420 0.707
1500 37.7 0.307 0.624
1700 42.6 0.241 0.566
1900 34.1 0.376 0.676

error from two reasonably chosen lines that correspond
to maximal and minimal estimates for H0

∆H0 ≈ 1

2

(
− 0.80 (kg/m3)

0.4

−8.4× 10−5 (kg/m3)
0.4

/m

+
0.83 (kg/m3)

0.4

−1.4× 10−4 (kg/m3)
0.4

/m

)
≈ 2000m.

We can also confirm that our assumption about the
density of the atmosphere not dropping significantly in
the upper parts of the tower holds true.
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Alternative, less accurate solution
In this approach, it’s assumed that when the air drag is

maximised, the ball falls at the terminal velocity vt0 for
the whole duration of the fall. This gives

dh
dt = vt(h) = vt0 ·

(
1− h

H0

)− 1
2(γ−1)

.

Rearranging and integrating,

t ≈ 1

vt0

∫
dh
(
1− h

H0

) 1
2(γ−1)

.

So far this is exact and differs from the exact solution
by the “speeding up” term which is a constant and has
a smaller relative contribution the higher up one goes.
In order to approximate this integral, we can do a first
order binomial expansion to get

t ≈ h

vt0

(
1− 1

4H0(γ − 1)
h
)

t

h
≈ 1

vt0
− 1

4vt0H0(γ − 1)
h.

Plotting t/h vs h and calculating H0 similarly to before
(by calculating the intercept and the slope), we get H0 ≈
6300m, which falls within the error range. However,
because of the approximations, this approach will be
awarded a maximum of 2.0 out of 3.0 points (the follow-
ing grading scheme still applies, but is capped out at 2.0).
Marking scheme:

Theory approximating vt0 via finite
difference

0.30 pts

reasoning why the ball
reaches terminal velocity
effectively instantaneously

0.15 pts

linearising vt0 vs h 0.25 pts
expressing H0 in terms of the
slope/intercept

0.10 pts

Data varying only h 0.05 pts
minimising r 0.05 pts
minimising ρ 0.05 pts
table has units 0.05 pts
h distributed roughly uni-
formly

0.05 pts

hmax − hmin ≥ 1800m 0.10 pts
calculating derived quantities 0.20 pts
15 or more measurements
(can be repeat)

0.45/0.45

10 - 14 measurements 0.30/0.45
1 - 9 measurements 0.15/0.45

Plotting overall plot 0.30 pts
points don’t cover 60% of the
area

-0.10 pts

missing axis labels -0.05 pts
missing axis units -0.05 pts
one plotting mistake -0.05/-0.10
two or more plotting mistakes -0.10/-0.10

Fit line drawn on graph 0.10 pts
slope computed with units 0.15 pts
uncertainty of slope com-
puted

0.15 pts

Values 5500m ≤ H0 ≤ 9500m 0.20/0.20
3500m ≤ H0 ≤ 11 500m 0.10/0.20
units for value 0.05 pts
∆H0 ≤ 2000m/s 0.20/0.20
∆H0 ≤ 4000m/s 0.10/0.20
units for error 0.05 pts
sum 3.0 pts

B.4: From the expression for adiabatic atmosphere we
have

H0 =
RT0

µg

γ

γ − 1

so
µ =

RT0

H0g

γ

γ − 1
= 72 gmol−1 ≈ 70 gmol−1

and

∆µ =

√
∆H2

0

H2
0

+
∆g2

g2
µ = 20 gmol−1

.
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From ideal gas law,

p0 =
ρa0RT0

µ
= 20 000Pa

and

∆p0 =

√
∆µ2

µ2
+

∆ρ2a0
ρ2a0

p0 = 6000Pa.

Marking scheme:

Theory correct expression for µ 0.15 pts
correct expression for p0 0.15 pts

Values 45 gmol−1 ≤ µ ≤ 95 gmol−1 0.05 pts
∆µ ≤ 25 gmol−1 0.05 pts
12 000Pa ≤ p0 ≤ 28 000Pa 0.05 pts
∆p ≤ 8000Pa 0.05 pts
sum 0.5 pts

C.1: Our goal is to find the rotation speedΩ of the planet.
The rotation of the planet affects the ball’s trajectory
via centrifugal and Coriolis force. The centrifugal force,
however, due toH ≪ R is impossible to disentangle from
gravitational acceleration. Coriolis force affects the ball
via acceleration a⃗cor = −2Ω⃗ × v⃗. This is perpendicular
to both the velocity of the ball and rotation axis of the
planet. Hence, it’s directed along the equator, and in-
creases linearly with the falling speed. Thus, the hori-
zontal acceleration is given by ax = 2Ωvy + adrag.
The procedure is then tominimize the effect of air drag

(maximal radius and density) and hope that the Corio-
lis effect contributes enough to the horizontal displace-
ment. If we neglect air drag, then ax = 2Ωvy = 2Ωgt so
vx =

∫
axdt = Ωgt2 and x =

∫
vxdt = Ωgt3/3. The final

displacement will then be s = gΩt3f/3, where the falling
time satisfies H = gt2f/2. Putting them together, we get

s =
2Ω

3

√
2H3

g
.

By varying the radius/density, we do indeed confirm that
the effect of Coriolis force is significant, on the order of
couple of meters. By doing a suitable number of mea-
surements in the range 0 to 2000m and plotting s vs h1.5,
we measure the slope

a =
2Ω

3

√
2

g
= 5.3× 10−5m−1/2

and the error

∆a = 1.1× 10−6m−1/2

such that

T =
2π

Ω
=

4π

3a

√
2

g
= 28 000 s ≈ 8h

and

∆T =

√(
0.5

∆g

g

)2

+
∆a2

a2
T = 0.2h.

r = 50 cm, ρ = 10 g/cm3

h(m) s(m) h1.5(m1.5)
0 0.0 0
200 0.2 2800
400 0.5 8000
600 0.8 14700
800 1.2 22600
1000 1.8 31600
1200 2.3 41600
1400 2.8 52400
1600 3.4 64000
1800 4.0 76400
2000 4.8 89400
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Alternative solution.
An alternative approach is to consider the system in

the non-rotating frame (where we don’t have to deal
with fictitious forces). In there, the ball starts off with
speed v0 = Ω(R+H). Due to the conservation of angular
momentum, as the ball drops towards the ground, the
ball’s angular speed will start increasing and the ground
will start lagging behind (the ground rotates with Ω). At
height h, when the ball moves with angular speed ω, the
conservation of angular momentum reads ω(R + h)2 =
Ω(R + H)2 and so the angular lag between the ball and
the ground is

∆ω = ω − Ω = Ω

((
R+H

R+ h

)2

− 1

)
≈ 2Ω

H − h

R
.

The positional velocity shift along the ground is then
vx = ∆ωR = 2Ω(H − h) = Ωgt2. We recover the same
expression as for Coriolis force, and from there we pro-
ceed the same way as before.
Marking scheme:

Theory Deriving s(h) 0.80 pts
linearising s vs h 0.10 pts

Data varying only h 0.05 pts
minimising r and ρ 0.05 pts
table has units 0.05 pts
h distributed roughly uni-
formly

0.05 pts
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hmax − hmin ≥ 1800m 0.05 pts
calculating derived quantities 0.05 pts
7 or more measurements 0.30/0.30
6 measurements 0.25/0.30
5 measurements 0.20/0.30
4 or fewer measurements 0.10/0.30

Plotting overall plot 0.30 pts
points don’t cover 60% of the
area

-0.10 pts

missing axis labels -0.05 pts
missing axis units -0.05 pts
one plotting mistake -0.05/-0.10
two or more plotting mistakes -0.10/-0.10

Fit line drawn on graph 0.10 pts
slope computed with units 0.10 pts
uncertainty of slope com-
puted

0.10 pts

Values 27 000 s ≤ T ≤ 29 000 s 0.20/0.20
26 000 s ≤ T ≤ 30 000 s 0.10/0.20
missing units for value -0.05 pts
∆T ≤ 1000 s 0.20/0.20
∆T ≤ 2000 s 0.10/0.20
missing units for error -0.05 pts
sum 2.5 pts




